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VARIEDADES COMPACTAS COM CURVATURA POSITIVA
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Resumo: O presente trabalho descreve o estudo das superficies compactas com curvatura positiva. Um
dos teoremas classicos em geometria diferencial € o Teorema de Gauss-Bonnet, que trata de triangulos
geodésicos T em superficies, cuja a soma de seus angulos internos € igual a integral dupla da curvatura
gaussiana K sobre T. O teorema de Gauss-Bonete divide-se em duas versdes, local e global e nosso
principal objetivo foi estudar as aplicacdes desse teorema com resultados de acordo com sua versao
global. Umas das principais propriedades da caracteristica de Euler-Poincaré é que ela é um invariante
topoldgico de uma regido regular R de uma superficie, o qual possibilita uma classificacéo topologica
das superficies compactas em R3, e a partir desse resultado concluir que toda superficie S com curvatura
gaussiana K positiva, compacta e conexa com S ¢ R3 é homeomorfa a uma esfera. Homeomorfismo é
a principal nocdo de igualdade em topologia, ou seja, duas superficies saéo homeomorfas se uma pode
ser deformada na outra através de uma aplicagdo bijetiva continua com inversa continua. Em um caso
mais particular, se a curvatura de uma superficie compacta e conexa for constante entéo ela é isométrica
a uma esfera. Isometria é a principal nocdo de igualdade geométrica. Ou seja, ela é exatamente uma
esfera.
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INTRODUCAO

A Geometria Diferencial de curvas e superficies estuda seus aspectos locais e
globais. Os estudos das propriedades locais das curvas tornam-se importantes para a
compreensdo das propriedades locais das superficies, ou seja, nas proximidades de um ponto,
as quais possam ser aplicadas os métodos do célculo diferencial. Torna-se importante estudar
primeiramente as propriedades locais afim de identificar suas influéncias no comportamento
das curvas e superficies como um todo.

As superficies regulares, diferentemente das curvas, sdo definidas como conjuntos
e ndo como aplicagdes. Um subconjunto S de R3 é uma superficie regular se existir uma
vizinhaca V de p em R3 e uma aplicacdo X: U - V N S de um aberto U de R? sobreV NS c
R3 tal que

1. Xeédiferencavel
2. X é homeomorfismo
3. Paratodo g € U, a diferencial dX,: R* —» R? é injetiva.

A partir do conhecimento da geometria das superficies como a curvatura Gaussiana
K definida como o determinante da aplicacdo linear dN,, ou em termos das curvaturas
principais, como o produto das mesmas K = k. k,, da primeira forma fundamental, isometria
entre superficies, geodésicas e demais propriedades intrinsecas a superficie, pode-se estudar a
geometria da aplicacdo de Gauss e em seguida o teorema de Gauss-Bonnet e suas
consequéncias, o qual trata de triangulos geodésicos T em superficies, cuja a soma de seus
angulos internos € igual a integral dupla da curvatura gaussiana K sobre T.

Uma familia finita dos triangulos geodésicos formam uma triangulacao

representada pela letra grega T, e dado o nimero de faces F, o nimero de lados E e o nimero
de vértices V dos triangulos geodésicos, calculamos a caracteristica de Euler-Poincaré dada por

F-E+V=x (1)

Na versdo global desse teorema temos algumas proposices importantes,
principalmente que a caracteristica de Euler-Poincaré é um invariante topoldgico de uma regiao
regular R de uma superficie, o qual possibilita uma classificacdo topoldgica das superficies
compactas em R3.

Apresentaremos a lista topoldgica de todas as superficies compactas em R3 e o
calculo da caracteristica de Euler-Poincaré da esfera. Outro resultado importante esta no fato
de que toda superficie compacta e conexa S c R3 é homeomorfa a uma esfera com um niimero
g de alcas dado por

2 —
g=¥r (2)

Onde g é chamado o género de S.
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Na geometria diferencial global estudamos um exemplo tipico de teorema global, a
rigidez da esfera. O qual enuncia que se a curvatura de uma superficie compacta e conexa for
constante entdo ela € isométrica a uma esfera.

METODOLOGIA

A pesquisa foi desenvolvida através do conteudo do Livro Geometria Diferencial
de Curvas e Superficies do autor Manfredo Perdigdo do Carmo. Os estudos das propriedades
locais das curvas tornam-se importantes para a compreensdo das propriedades locais das
superficies, ou seja, nas proximidades de um ponto, as quais possam ser aplicadas os métodos
do célculo diferencial.

Iniciou-se, entdo, com conceitos e resultados sobre as curvas parametrizadas —
subconjuntos do R3 podendo ser definidas por aplicacBes diferencidveis — ressaltando os
exemplos de curvas diferenciaveis e ndo diferenciaveis. O foco principal foi a teoria local das
curvas parametrizadas pelo comprimento de arco. Com evidéncia na curvatura e na construgao
e funcdo do Triedro de Frenet. Durante todo o estudo de curvas foram revisados conteldos,
como vetores, produto interno e produto vetorial, importantes para a compreensdo da
metodologia utilizada no livro. Finalizado o contetdo de curvas iniciou-se o estudo de
superficies regulares voltado para a definicdo, exemplos e identificacdo de superficies regulares
por meio da definicdo e proposicGes dadas, que facilitam a identificacdo de uma superficie
regular.

Logo apos, iniciou-se o estudo sobre o plano tangente, e em como é constituido
pelos vetores tangentes as curvas parametrizadas da superficie, terminando assim a parte mais
tedrica da pesquisa. Introduziu-se, entdo, a primeira forma fundamental, importante estrutura
geométrica de uma superficie, conhecendo sua finalidade de fazer medidas sobre a superficie.
O préximo contetdo trabalhado foi a Geometria da Aplicacdo de Gauss no qual foi introduzido
conceitos importantes como orientacdo de uma superficie, a aplicacdo de Gauss, curvaturas
principais e direces principais, curvatura de Gauss e curvatura média, sem a utilizagdo de
coordenadas locais e depois expressos em coordenadas locais.

Terminada a geometria da aplicacdo de Gauss, introduziu-se a geometria intrinseca
das superficies, definida como o estudo das propriedades que podem ser expressas apenas em
termos da primeira forma fundamental. Primeiramente, estudou-se o conceito de isometria entre
superficies regulares, dividindo-se em duas definicdes: a isometria global e a isometria local.

Apos, estudou-se brevemente a definicdo de geodésicas, que sdo curvas
parametrizadas em uma superficie, para introduzir o teorema de Gauss-Bonnet e suas
aplicacdes. Este teorema trata de triangulos geodésicos em superficies, cujos lados sdo arcos de
geodésicas, o foco principal foi na versao global deste teorema foi o0 estudo da caracteristica de
Euler-Poincaré de uma superficie, definido como um invariante topologico e muito importante
para as aplicacbes do teorema de Gauss-Bonnet que possibilita uma classificacdo topoldgica
das superficies compactas em R3.
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RESULTADOS E DISCUSSAO

N&o obtivemos novos resultados com a pesquisa, em consequéncia da grande
dificuldade na parte final que tratava da parte topoldgica do problema. Porém, houve um bom
entendimento da teoria das superficies, compreendendo o resultado principal.

Assim, calculamos a caracteristica de Euler-Poincaré da esfera desenhando
triangulos geodésicos na mesma, e utilizando a formula (1) encontramos o valor de x = 2.
Outra forma para calcular a caracteristica de Euler-Poincaré € através da formula (2), como a
esfera ndo possui alcas, obtivemos, também x = 2.

A seguir temos a “lista topoldgica” de todas as superficies compactas em R3.

Aesfera X =2 A esferacomasa X = A esfera com duas asas X = —2

De acordo com a lista topolégica, uma superficie S ¢ R3 compacta e conexa, pode
assumir os valores 2,0,...,-2,-2n,... da caracteristica de Euller-Poincaré x(s). Como a esfera
possui x(s) = 2, conclui-se que toda superficie compacta e conexa S ¢ R® é homeomorfa a
uma esfera com um nimero g de alcas e que apenas a esfera possui a caracteristica de Euller-
Poincareé positiva.

E a partir do teorema de Gauss-Bonnet, que diz que em uma superficie compacta e

orientada S tem-se
ff K do = 2mx(s),
S

onde y(S) é a caracteristica de Euller-Poincaré. Essa igualdade determina uma relacdo entre
geometria, a curvatura Gaussiana K, e a topologia, a caracteristica de Euller-Poincareé. E a partir
desse teorema, podemos deduzir o seguinte e resultado: Uma superficie compacta com
curvatura positiva € homeomorfa a uma esfera.

E possivel melhorar o resultado acima. De fato, se a curvatura de uma superficie
compacta e conexa for constante entdo ela é isométrica a uma esfera. Tal resultado é conhecido
como Rigidez da esfera e é estudado nas propriedades globais das superficies.
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CONCLUSOES

Apesar das dificuldades encontradas no decorrer do desenvolvimento da pesquisa,
pode-se compreender bem a geometria diferencial das superficies, resultados e aplicacOes
importantes para a geometria e para matematica. Utilizou-se como ferramenta, conhecimentos
jaadquiridos como a algebra linear para trabalhar os contedos, tendo em vista que a disciplina
de geometria diferencial ndo esta presente no curso de licenciatura Ciéncias da Natureza e
matematica.
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