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CAMPOS DE VETORES CONFORMES NO ESPACO HIPERBOLICO

Jo#o Francisco da Silva Filho', Marinaldo Braga da Silva®

Resumo: No presente trabalho, estudamos os campos de vetores conformes sobre o espaco
Hiperbolico, destacando as relagBes existentes com os campos de vetores conformes no
espaco Euclidiano, as quais sdo obtidas através de mudanca conforme de métrica
Riemanniana. Daremos atengéo especial aos casos particulares, correspondentes aos campos
conformes fechados, campos conformes gradientes, campos homotéticos, campos de Killing
e campos paralelos. Os campos conformes sobre um espa¢o Riemanniano sdao campos de
vetores, cuja derivada de Lie resulta em um maultiplo da métrica Riemanniana do referido
espaco, no entanto podemos introduzir uma definicdo mais elementar de derivada de Lie ao
tratarmos do espaco Hiperbdlico, que deverad coincidir com a definicdo geral referente a
espacos Riemannianos. Devemos ressaltar que, o estudo dos campos de vetores conformes
esta diretamente relacionado ao estudo de algumas estruturas geométricas que vem sendo
bastante exploradas nas uUltimas décadas, podemos citar como exemplos: solitons de Ricci,
quase solitons de Ricci, variedades quasi-Einstein e solitons de Yamabe e quase solitons de
Yamabe. Neste sentido, descrevemos explicitamente a funcdo potencial dos campos de
vetores conformes gradientes no espaco Hiperbodlico, através de um quociente de
expressdes polinomiais, cujo nimero de varidveis coincide com a dimens&o do referido
espaco. Decorre desta expressdo, a descri¢do explicita dos campos de vetores conformes
gradientes no espaco Hiperbdlico, bem como os fatores conformes (ou fatores de
conformidade) dos campos de vetores supracitados.
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INTRODUCAO

O espaco Hiperbdlico € um espaco Riemanniano completo, simplesmente
COoNnexo e que possui curvatura seccional constante negativa, corresponde portanto a um
exemplo de forma espacial (ou space form). Este espaco Riemanniano pode ser obtida a
partir do semi-espaco superior do espaco Euclidiano, munido com uma métrica
conforme & métrica candnica do espaco Euclidiano. Devemos ressaltar que, 0 espago
Hiperbolico é um espago Riemanniano homogéneo e constitui um exemplo de variedade
de Einstein, ou seja, um espaco Riemanniano cujo tensor de Ricci € mdultiplo da sua
métrica Riemanniana.

Os campos de vetores conformes sobre um espago Riemanniano sdéo campos

de vetores, cuja derivada de Lie resulta em um tensor que é mdaltiplo da métrica
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Riemanniana do referido espaco e por analogia as transformacdes conformes, tais
campos de vetores sdo chamados conformes. Os campos de vetores conformes
correspondem a uma generalizagdo dos campos de Killing e dos campos de vetores
homotéticos, ja que os campos de Killing podem ser vistos como campos de vetores
conformes com fator conforme nulo, enquanto os campos de vetores homotéticos
podem ser vistos como campos de vetores conformes com fator conforme constante.

Os campos de vetores conformes aparecem na Geometria Diferencial,
principalmente no estudo de imersdes sobre formas espaciais (espaco Euclidiano, esfera
e espaco Hiperbdlico), nos produtos diretos, produtos-warped, espacos Riemannianos
homogéneos, espagos de Einstein e em alguns fluxos geométricos (fluxo de Yamabe e
fluxo de Ricci). Estes campos de vetores também estdo diretamente relacionados a
curvatura escalar do espaco Riemanniano, no qual estdo definidos, conforme podemos
conferir nos trabalhos de Tashiro (1965) e Obata/YYano (1970).

Num certo sentido, podemos afirmar que os campos de vetores conformes
correspondem a uma generalizagdo dos solitons de Yamabe que s&o estruturas geradas
por campos de vetores conformes particulares, cujo fator conforme (ou fator de
conformidade) difere da curvatura escalar por uma constante. Por outro lado, devemos
observar que os campos conformes constituem um caso particular dos quase solitons de
Ricci e no caso do espaco Hiperbdlico, estas estruturas coincidem, devido ao fato do
espaco Hiperbdlico ser uma variedade de Einstein.

No espago Hiperbolico, podemos encontrar diversos exemplos de campos
de vetores conformes (gradientes e ndo-gradientes), bem como seus casos particulares
que séo os campos de Killing e os campos de vetores conformes fechados, destacamos
os exemplos construidos por Heintze (1988) sobre as formas espaciais. Por fim,
devemos ressaltar que no espago Hiperbdlico, as definicbes associadas a campos de
vetores conformes tornam-se mais elementares que as usadas em espagos
Riemannianos, tornando-se bem mais acessivel a um aluno de graduacao que precisara

apenas de nogdes basicas de Calculo Diferencial e Integral e Calculo Vetorial.
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RESULTADOS E DISCUSSAO

Conforme inicialmente planejado, obtivemos uma descricdo explicita da
funcdo potencial dos campos de vetores conformes gradientes sobre o espago
Hiperbdlico, através de um quociente de expresses polinomiais, cujo numero de
variaveis coincide com a dimenséo do referido espaco. Deduzimos ainda da expressao
da funcéo potencial, uma expressdo geral que descreve os campos de vetores conformes
gradientes sobre o espaco Hiperbdlico, bem como uma descricdo explicita da funcao,
correspondente ao fator conforme (ou fator de conformidade). Devemos ressaltar que o
projeto gerou dois trabalhos, ambos em forma de artigo, podendo ser conferido nas
referéncia indicadas em Oliveira et. al. (2017) e Silva e Silva Filho (2017), constante
nas referéncias bibliogréficas.

CONCLUSOES

Apbs todo o estudo realizado e trabalho desenvolvido durante o periodo de
vigéncia do projeto, deduzimos uma expressdao geral que permite descrever a fungéo
potencial de qualquer campo de vetores conforme no espaco Hiperbdlico. Esta
expressao consiste de um quociente de expressdes polinomiais, cujo numero de
variaveis coincide com a dimensdo do espaco Hiperbdlico em questdo. Devemos ainda
salientar que, a expressdo obtida nos permite obter diretamente expressdes gerais que
descrevem os campos de vetores conformes no espaco Hiperbdlico, bem como os seus
respectivos fatores conformes (ou fatores de conformidade), que difere da funcéo

potencial por uma constante real.
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