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OSCILADOR HARM'GNICO: MODELO PARA A DESCRICAO DE SISTEMAS
FISICOS EM EQUILIBRIO ESTAVEL SOFRENDO PEQUENAS OSCILACOES

Pedro Henrique Ferreira de Oliveirat, Jodo Philipe Macedo Braga?

Resumo: Quais as relagdes entre uma molécula, um péndulo, uma conta e um liquido dentro
de um tubo? A priori estes quatro sistemas parecem ser totalmente desvinculados um do outro,
no entanto carregam no amago de seu movimento algo em comum, ha um modelo descritivo
gue abrange todos estes quatro, com determinadas condicdes. A Matematica que nos
possibilitou estudar e correlacionar estes problemas variados foi a Série de Taylor, instrumento
matematico que possibilita aproximar a funcao energia potencial como um polindmio em torno
do centro do movimento para pequenas oscilacdes. O estudo de sistemas fisicos, sobretudo o
estudo do movimento em uma abordagem dindmica é transpassado pelo conceito de
generalizacdo, onde um caso particular, aparentemente simples, o oscilador harménico pode ser
tomado como modelo central para o estudo de casos mais gerais e ainda especificos como o0s ja
mencionados. O objetivo deste trabalho, é discutir o poder de generalizacdo desse modelo. A
conclusdo obtida é de que qualquer sistema fisico em equilibrio estavel sofrendo pequenas
oscilacdes é um oscilador harménico, sendo entdo de grande importancia para a compreensao
da teoria, consolidando assim um arranjo no ambito da pesquisa em Ensino de Fisica nessa
tematica, tendo ainda o potencial para ser empregado como material complementar em cursos
de Fisica e/ou Ciéncias correlatas em nivel de graduacéo e pds-graduacao.

Palavras-chave: oscilador harmdnico. teoria das pequenas oscilacdes. modelo de descricéo.
abordagem do movimento. Ensino de Fisica.

INTRODUCAO

Dentre todos os tipos de movimento presentes na natureza, os oscilatorios ganham
certo destaque, sobretudo por sua harmonia. Exemplos de oscilagdes vao desde péndulos e
candelabros até instrumentos musicais como a guitarra elétrica (NUSSENZVEIG, 2014). O
Movimento Harmonico Simples, considerando apenas um grau de liberdade ao seu sistema, €
um dos mais simples e icénicos problemas (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2013),
inclusive no Ensino Médio, onde o sistema massa-mola representa desafios em provas de Fisica.

Mas afinal, qual a relevancia de se estudar o movimento de uma massa cujo
movimento € restrito @ uma mola se ninguém possui em sua casa uma massa € uma mola?
Certamente esse questionamento ja passou ao menos uma vez na cabeca de todos quando sdo
introduzidos a este problema sem uma devida contextualizacao de sua relevancia. O Oscilador
Harmonico é, possivelmente, o problema mais importante do movimento unidimensional
(WATARI, 2004).

! Estudante. Universidade da Integragdo Internacional da Lusofonia Afro-Brasileira, Instituto de
Ciéncias Exatas e da Natureza, e-mail: pedroh@aluno.unilab.edu.br

2Docente. Universidade da Integracéo Internacional da Lusofonia Afro-Brasileira, Instituto de
Ciéncias Exatas e da Natureza, e-mail: philipe@unilab.edu.br



mailto:pedroh@aluno.unilab.edu.br
mailto:philipe@unilab.edu.br

o S SEMANA y
‘IUNIVERSITARIA (e

ISSN: 2447-6161
Nessa perspectiva o presente trabalho tem como objetivo realizar uma anélise

critica e a0 mesmo tempo didatico-pedagdgica de quatro situacGes onde ndo ha necessariamente
massas fixas a molas de determinada constante elastica, sendo entdo de grande importancia para
a compreensdo da teoria de pequenas oscilagdes, consolidando assim um arranjo no ambito da
pesquisa em Ensino de Fisica nessa tematica, tendo potencial para ser empregado como material

auxiliar em cursos em nivel de graduacao e p6s-graduacao.

METODOLOGIA

Um sistema relativamente simples se configurar como um modelo para a descri¢do
de inimeros sistemas fisicos, com naturezas adversas, parece estranho a uma primeira leitura.
Um fato obtido analiticamente é que se um sistema puder ser totalmente descrito como uma
funcéo de sua posicdo, entdo é possivel estabelecer uma funcéo potencial V = V (#), ou para o
caso unidimensional V = V(x). Um método matematico para o estudo de uma funcao é a Série
de Taylor, que expande uma funcgéo qualquer em termos de uma soma de poténcias

> p™
fa =y 2T o, )

n=0
que para a funcao potencial unidimensional é reescrito como sendo
av 2
V(x)zv(x0)+ax0( x0)+2d 2
X0

Tomemos entdo algumas consideraces (SYMON, 1982) para a analise de nosso problema:

(xr = xo)? + - (2)

i) A energia em ponto de referéncia pode ser tomada igual a zero, isto é V(x,) = 0;

. . . _— . AV
i) Como o sistema esta em equilibrio, entdo — = 0;
Axlyx=y,
~ . . So e, . dav
Iii) E ndo apenas isso, pois o equilibrio é estavel e, portanto oz =k>0.
X=Xo

iv) Além disso o fato do sistema sofrer pequenas oscilaces implica que |x — x,| — O.
Deste modo ao combinar estas expressdes obtemos

V(x) = %k(x —x0)? = %kiz, (3)
em que X corresponde & uma translacéo de eixos, tal que ¥ = x — x,. A equagdo acima implica
que todo sistema fisico em equilibrio estavel sofrendo pequenas oscilagdes, € um Oscilador
Harmdnico. Esta afirmacéo, até mesmo poética, evidencia todo o poder do formalismo, pois €

a funcéo potencial que molda um sistema fisico, tomada aqui em sua forma geral.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Pois bem, vimos aqui que o Oscilador Harmonico se constitui teoricamente como
um modelo primordial para o estudo de sistemas fisicos em equilibrio estavel sofrendo

pequenas oscilagdes. Esta formulacdo é ampla o suficiente para ser aplicada em casos onde ndo
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ha especificamente uma ‘massa’ e uma ‘mola’? Discutiremos a seguir quatro exemplos que
poderdo evidenciar que sim, é possivel descrever sistemas que ndo possuem massas presas a
molas com a fisica e a matematica empregadas ao icbnico sistema massa-mola.

EXEMPLO 1: [Problema 3.4 (NUSSENZVEIG, 2014)] Imagine uma conta de massa m
disposta em um aro vertical fixo de raio r, no qual desliza sem atrito em torno do ponto mais
baixo, formando um angulo 6 « 1°.

FIGURA 1 — Conta mével a um aro fixo em um movimento oscilatério.

FONTE: (NUSSEZVEIG, 2014)
Facilmente se percebe que a trajetéria formada pela conta € um arco de

circunferéncia devido a forca peso da prépria conta, que gera sobre si um torque. O torque, ou
melhor seu modulo, possui duas defini¢cdes, uma relacionada a sua posi¢do angular em fungédo
do tempo T = rF sin @, e a outra que é analoga do Principio Fundamental da Dindmica para
rotacbes T = Ia, onde I € 0 momento de inércia da massa. Em validade essas duas definicdes
sdo equivalentes. Além disso para o sistema em questdo sabemos que I = mr?, F = P = —mg,
a=606efh — 0=sinf ~ 6. Portanto

mr2d = —rmgé, (4)
portanto se definirmos a quantidade w3 := g/r obtemos a EDO do Oscilador Harménico
6+ w36 =0, (5)
Cuja frequéncia para pequenas oscilacdes é dada por

f=Raf=_ %. (6)
EXEMPLO 2 [Exemplo 3-d (NUSSENZVEIG, 2014)] Seja entdo disposto um fluido (liquido)
de densidade p em um tubo U de secdo transverséo A, e seja [ o comprimento total da coluna
liquida, de modo que a massa total de liquido é M = pAl. A partir de um pequeno deslocamento
de uma posicéo de equilibrioz = 0= U = 0.
O fluido se desloca dentro do tubo devido a uma energia potencial do tipo U =
U(z) = mgz, onde m é a massa deslocada e, portanto m = pAz.

FIGURA 2 — Liquido oscilando dentro de um tubo.

FONTE: (NUSSEZVEIG, 2014)
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Deste modo o potencial que a massa deslocada de agua sofre possui a seguinte forma funcional

U(z) = pAgz?, (7)
isto €, um potencial parabdlico. Neste caso a ‘constante eldstica’ seria definida por k = 2pAg,

equivalendo a uma taxa de crescimento da forca de empuxo do fluido em relacdo a variacdo do
nivel do mesmo. Além disso a frequéncia natural de oscilacdo do movimento €, portanto

LA E @

-1 |z (9)

EXEMPLO 3 [Problema 2.4.5 (WATARI, 2004)] Sabendo que a energia potencial para a for¢a

de interacdo entre dois &tomos numa molécula diatbmica possui a seguinte forma funcional

Vo) = — %

x6 | x12’
onde a e b sdo constantes positivas e x 0 tamanho da molécula. Se um dos atomos for

(10)

suficientemente pesado, entdo pode-se considerar este como fixo enquanto o outro move-se ao

longo de uma reta. Pelo potencial fornecido € possivel plotar o seguinte grafico

FIGURA 3 — Potencial intermolecular.
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FONTE: (Autores)
Da figura é possivel observar um ponto x, onde ha um equilibrio estavel para a

molécula, deste modo é possivel aproxima-la para um Oscilador Harmonico. Para determina-

lo basta tomarmos a primeira derivada do potencial como sendo nula, o que nos leva a
6a 12b
xg  x33

H 6 A - .
que ao ser resolvida nos retorna x, = 3/2b/a. Deste modo a frequéncia f pode ser obtida

sabendo que a ‘constante elastica’ ¢ entdo definida pela segunda derivada sobre o ponto de

(11)

- Y

equilibrio, portanto

wg 1 d2Vv _3a |2/a %
E_ZT[\/E W _Zﬂ\/m B(%) ’
EXEMPLO 4 [Problema 19 (NUSSEZVEIG, 2014)] Seja disposto um péndulo por uma barra

de massa desprezivel de comprimento fixo [ com uma massa suspensa, que esteja ligado em

f= (12)

seu ponto médio a uma mola horizontal de constante elastica k.
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FIGURA 4 — Péndulo com mola.
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FONTE: (NUSSEZVEIG, 2014)
Na anélise deste problema ha duas forcas atuando sobre o sistema (massa-barra), a

forca peso na massa e a forca elastica na barra, ambas geram torque sobre o sistema. Para

pequenas oscilagdes o torque devido a forca peso é

Tp = —mglsinf = —mglo (13)
e o torque devido a forga eléstica é
Il n kl?
=——k|= in(=) = —— 14
Tg Zk(ZB)sm(z) 7 6 (14)
Por outro lado o torque resultante T = 7, + 7z = 16, como I = ml? temos que
" kl?
ml?6 = —mgll — TQ, (15)
0 que nos leva a EDO do Oscilador Harménico
. (g k )
I, " )\g= 16
| o o i+(3+5-)e=0 (16)
cuja frequéncia natural de oscilagéo é
1 |g k
= |24+ (17)
f 2m | 1 + 4m

CONCLUSOES

Ao longo deste escrito foi possivel notar a generalidade do conhecido sistema
‘massa-mola’ em situacdes mais gerais, onde ndo ha a presenca de entidades fisicas como uma
massa e/ou uma mola. Concluimos que qualquer sistema fisico em equilibrio estavel sofrendo
pequenas oscilagdes é um oscilador harmonico, sendo possivel determinar a frequéncia para

pequenas oscilagbes do movimento.
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